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• Q：你看起来好可爱菜你是谁啊？
• A：我是清华算协的 Mys_C_K 确实非常可爱菜。
• Q：你凭什么给我们讲课啊？你都拿过什么奖啊？
• A：2015 普及组二等，2017 提高组一等里面垫底，WC2018 没牌，APIO2017 铜
牌，NOI2018 铜牌，WC2019 铜牌我就是炼铜术士。

• Q：会不会讲的太简单啊？
• A：……如果觉得简单可以狠狠嘲讽睡觉……
• Q：Zzz…
• A：阿巴阿巴

Q & A



Part I: 数论基础



• 数论基础知识：取模与同余理论，(扩展)欧拉定理，卢卡斯定理，CRT
• 常见数论算法：快速幂，(ex)gcd，bsgs，线性筛

概要



• 取模，大家应该都知道，%
• 同余，如果a和b对m取模得到的结果相同，那么说a和b在模m意义下相等，或者
说二者同余，记作a=b (mod m)（其实中间应该是三条杠，但是打不出来），并
且就划分为同一类。

• 显然模m意义下一共有m类数字，以0,1,...,m-1为代表元素。
• 注意负数也是可以取模的，例如-1 mod 3 = 2。
• 如果 a = km + r (0<=r<m)，那么 a = r (mod m)，这称作”带余除法”。
• 特殊的，如果 r=0，那么 m 是 a 的因数，a 是 m 的倍数，称为 m 整除 a，记作

m|a

数论基础知识
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• 刚才说了，如果a|b，也就是a整除b，那么b是a的倍数，a是b的因数。
• 显然如果a|b,a|c，那么a|(b±c)，a|(bx+cy)，即a整除b和c的线性组合
• 最大公因数gcd(a,b)，或者简写成(a,b)，定义为，最大的d，满足d|a且d|b。
• 显然d|(a,b)等价于，d|a且d|b
• 另一个很显然的是，(a,b)=(a+b,b)=(a-b,b)=(a mod b,b)
• 特别的，如果(a,b)=1，那么称作a和b互质
• 最小公倍数[a,b]同理。
• 二者关系：[a,b]=ab/(a,b)，注意只对两个数字恒有效
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• 如果两个数字同余，那么在模意义下做加减乘运算，这两个数字有相同的效果
(注意次方运算不等价)。

• 我们可以正常的在模意义下做加减乘运算，但是除法有些时候是有问题的，例
如5=2(mod 3)，这个时候就不能两边除以2。

• 记d=(a,b,m)，且a=b(mod m),那么a/d=b/d(mod m/d)，注意模数也是要除以d的，
例如2=6(mod 4)，那么1=3(mod 2)，但是1!=3(mod 4)。

• 由此可以看出，当(a,m)>1时，除以(a,m)的因数会导致条件的性质被减弱。

数论基础知识
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• 我们刚刚知道如果a和n互质则a^phi(n)=1(mod n)，那么a^(phi(n)-1)*a=1(mod n)。
• 而我们知道a^(-1)*a^(1)=a^0=1，因此理应a^(phi(n)-1)和a^(-1)在模n意义下相等
（虽然并不是个严格的定义），而我们知道a^(-1)=1/a，所以当你做模意义下除
法的时候，例如a/b=?(mod n),如果(b,n)=1那么a/b=a*b^(phi(n)-1)(mod n)。

• 特殊的，当n是质数p的时候，对于任意不是p倍数的a，都有/a=*a^(p-2)。
• 称a^(-1)为a在模n意义下的逆元，也写作inv(a)。
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• 例如，计算40/2 mod 7，我们知道结果是=6，但是如果你先把40取模了的话就
需要计算5/2 mod 7，这个就是5*2^5=6(mod 7)。可见这个东西确实是对的。

• 最后提醒一句，应用欧拉定理必须要满足(a,n)=1！
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• 做法其实很简单，先处理阶乘fac[i]=fac[i-1]*i，然后facinv[n]=inv(fac[n])，然后
facinv[i]=(i+1)*facinv[i+1]，最后inv[i]=facinv[i]*fac[i-1]即可。

• inv(x)=fast_pow(x,p-2)

线性求逆元（模质数意义下）
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卢卡斯定理
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中国剩余定理
• 传说中可以扔到垃圾桶里面的定理，其实可以自己构造出来。只有结论是有意
义的。实际操作可以用exgcd代替。

凹



常见数论算法
• 快速幂
• 应该没人不会吧 n 1018
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常见数论算法
• gcd，求两个数的 gcd
• (a,b)=(a-b,b)=(a-2b,b)=...=(a%b,b)，递归即可。
• gcd(a,b)= a==0 ? b : gcd(b%a,a)

• exgcd：求解一个二元一次不定方程
• 求满足ax+by=(a,b)的一组(x,y)，并且使得|x|+|y|最小
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二元一次方程
• 求ax+by=c的所有整数解，或者判断无解。
• 首先根据裴蜀定理，这个方程有整数解当且仅当(a,b)|c，必要性显然，充分性
其实就是exgcd的归纳过程。

• 那么我们求出一组ax+by=(a,b)的解(x,y)，然后x’=(c/(a,b))x, y’同理，那么ax’+by’=c，
也就是ax+by=c的通解就是ax+by=(a,b)的通解乘以c/(a,b)。

• 而假设得到的一组特解是(x0,y0)，那么通解是(令d=(a,b))：
• x=x0+k (b/d), y=y0-k (a/d)，k是任意整数。
• 大家可以发现把这个东西代入确实是对的。

⼀



扩展欧几里得的小应用
• 同余方程。解方程：ax=b(mod c)
• 先把a=0或者b=0的情况判出来。
• 然后，ax=b(mod c)等价于，ax-b=yc，即ax+cy=b（这里把y的符号反过来了）。
这样做exgcd即可，可知有解的充要条件是(a,c)|b。注意你exgcd得到的解x是在
mod c/(a,c)意义下的，也就是在mod c意义下有(a,c)组解。

• 代替CRT：已知x=a(mod n)，x=b(mod m)，求x mod [n,m]
• 这等价于：x=a+pn=b+qm，因此pn+qm=b-a，这里仍然把q的符号反过来了。可
知有解的充要条件是(n,m)|(b-a)，并且求解出来的p是在mod m/(n, m)意义下的，
那么x=a+pn就是在mod nm/(n,m)=[n,m]意义下的。

• 还可以用来做NOI2018 Day2 T1
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BSGS
• 北上广深算法，拔山盖世算法
• 求满足a^x=b(mod p)，p是质数，的x有哪些。
• 显然这些x在%(p-1)意义下循环。所以就是求在0~p-1中有多少。
• 其实就是在做分块，这里的bsgs要求模数是质数。
• 对于不是质数的情况有个exbsgs，请自行百度。



BSGS
• 考虑令s=sqrt(p)，然后对于每一个x=ks+r，0<=r<s
• 当k=0的时候只有s个x，即x=r；直接枚举，并且开个map记录mp[v]=满足a^r=v的

r有多少。
• 当k>0时，意味着a^(ks+r)=(a^s)^k*a^r=b，即：
• a^r=b*((a^s)^k)^(-1)，算出右边，然后看左边是否有r即可。
• 使用哈希表或者unordered_map（需要开c++11）可以做到O(sqrt(p))。



Eg
• 两只青蛙在地球赤道上，赤道等分成L个点标号0~(L-1)，两只青蛙一个在A，每
次跳a步，一个在B，每次跳b步，问最少多少步后相遇，或者永不相遇。



Sol
• 模板题
• 假设跳了x步，那么：
• A+ax=B+bx(mod L)，即(a-b)x=B-A(mod L)，同余方程即可……



Eg
• 求有多少n满足1<=n<=x并且n*a^n=b (mod p).
• p是一个质数，p<=1e6+3,x<=1e12,1<=a,b< p.



Sol
• bsgs？为啥p这么小？如果没有前面的n怎么做？没有指数上的n怎么办？
• 注意到前面的n是mod p意义下循环的，指数上的是模p-1循环的。
• 我们表示其中一个，例如假定n=k(p-1)+r，0<=r<p-1，那么a^n=a^r，n*a^n=(r-

k)a^r=b，到这里做法就很显然了：枚举r，计算a^r，除过去，就可以解出k在模
p意义下的值，然后算一下上下界即可。



Part II: 莫比乌斯反演与杜教筛



• 莫比乌斯反演入门
• 杜教筛

概要
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• 好请让我们速成莫比乌斯反演
• 首先介绍一些概念。
• 数论函数，就是正整数映射到非负整数的函数。
• 积性函数，如果一个数论函数f满足对于任意(x,y)=1，有f(xy)=f(x)f(y)，那么称f是
积性函数。

• 显只要知道了所有的f(p^c)就可以知道所有的f(n)
• 完全积性函数，如果一个数论函数满足对于任意x和y，都有f(xy)=f(x)f(y)，那么
称f是完全积性函数

基本定义



• phi(n)：1~n中和n互质的数字个数，是积性函数
• mu(n)：一会详细说
• d(n)：n的因数个数/因数和，二者都是积性函数
• id(n)=n：就是其本身
• e(n)=[n==1]，单位元，相当于判断一个数是不是1
• 1(n)=1：函数值恒等于1的函数
• 显然后面三个都是完全积性，有时候为了方便会把(n)省略

常见积性函数



• 可以在O(n)时间内筛出1~n的所有质数。
• 如果F(n)是个积性函数，根据定义我们只要能够低于O(lgn)的知道每个F(p^c)的值，
我们就能在O(n)时间内求出F(1)~F(n)。

• 具体做法是这样的，每次枚举一个数字i，枚举所有已经筛出来的1~i中的质数k，
那么x=ik不是质数，并且k是x的最小质因子。如果i%k==0，就break掉k的循环。
可以证明每个数字都只会被其最小的质因子筛去，同时利用这个性质可以顺便
筛出一些积性函数。

• 这样你可以维护每个数字的最小质因子lp[n]，最小质因子对应的那个若干次方
lpc[n]，这样对于积性函数每次只要计算满足lpc[n]=n的那些F[n]，然后用积性函
数的性质就可以维护1~n的F。

线性筛



• 重要结论：两个积性函数的(狄利克雷)卷积还是积性函数

狄利克雷卷积



莫比乌斯函数



莫比乌斯反演



莫比乌斯反演



数论分块



杜教筛



杜教筛



数论分块



如何构造杜教筛卷积：贝尔函数



感谢


