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• Q：你看起来好可爱菜你是谁啊？
• A：我是清华算协的 Mys_C_K 确实非常可爱菜。
• Q：你凭什么给我们讲课啊？你都拿过什么奖啊？
• A：2015 普及组二等，2017 提高组一等里面垫底，WC2018 没牌，APIO2017 铜
牌，NOI2018 铜牌，WC2019 铜牌我就是炼铜术士。

• Q：会不会讲的太简单啊？
• A：……如果觉得简单可以狠狠嘲讽睡觉……
• Q：Zzz…
• A：阿巴阿巴

Q & A



Part I: 线性数据结构入坟门



• 尽管所有线性数据结构都能够被其余数据结构在时间开销多 O(logn) 的情况下代
替，但总归还是有卡这一点的凉心出题人。

• 而且一些线性数据结构着重强调单调性的重要性，可以在某些题目里面给出一
些启发。

• 不过想来想去貌似能讲的东西不多，所以强行加上了某些时间复杂度和线性有
关的算法XD

概要
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• 栈和队列
• 单调栈和单调队列
• 链表
• 差分/前缀和
• 基数排序
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• 栈 (stack) 和队列(queue)是两个有序列表，唯一不同之处在于前者是先进后出
(FIFO, First In First Out)，后者是先进先出 (FIFO, First In First Out)。

栈&队列 曲 世
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• 关于合法括号序列的定义：
• 空串是合法的括号序列。
• 若 S 是合法的括号序列，则 (S) 是合法的括号序列。
• 若 S 和 T 分别是合法的括号序列，则 ST 也是合法的括号序列。

• 比如，()(()) 是合法的，但是 ())() 就是不合法的。

• 现在给出一个长度不超过 10^6 的括号序列，判断其是否合法；若是，求出每个
左括号对应的右括号。

Eg. 括号序列
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• 遇到左括号：
• 把这个位置压入栈中。

• 遇到右括号：
• 若栈是空的，则该序列不合法。
• 否则，这个位置和栈顶的左括号匹配，弹出栈顶。

Eg. 括号序列 ii 的 iii
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• 考虑这样一个问题：给你一列数字，对每个数字求出其右边第一个值大于等于
它的数字的位置。要求做到 O(n)。
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• 有两种理解方式：
• 方案一：

• 考虑从左到右扫整个序列，并用栈维护当前还有哪些元素的答案未被确定。
• 可以发现栈中元素自顶到底依次变小（否则有些位置的答案就能被确定了）。
• 每次加入一个元素，则从栈顶开始连续的一段的答案会被确定，将这些元素
从栈顶删除，并加入新的元素。

• 方案二：
• 考虑哪些位置可能会成为后续元素的答案。
• 其余和方案一基本相同。

• 复杂度：每个元素只会入栈出栈一次，所以复杂度是线性的。

单调栈
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• 有一列 n 个数字 a[1]…a[n]，对所有 1<=L<=R<=n 求 max(a[L],a[L+1],…,a[R]) 并求和，
n<=1e6。

Eg1.
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• 这种题的一个常见套路就是考虑一个数字会在哪些区间中被算到
• 不妨假设数字互不相同（否则，认为编号小的更小）。

• 考虑数字 a[p] 会成为哪些区间的 max，用上文方法求出左面和右面第一个比它
大的位置 l[p]和r[p]（认为 a[0] 和 a[n+1] 是正无穷即可避免一些特判），那么当
l[p]<L<=p<=R<r[p] 的时候，max(a[L],…,a[R])=a[p]。因此答案就是 a[p]*(p-
l[p])*(r[p]-p)的和。

Eg1.
甽



• 考虑有一列 n 个数字，求 1<=L<=R<=n 使得 (R-L+1)*min(a[L],a[L+1],…,a[R]) 最大。
n<=1e6。

Eg2.
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• 和上一个题一样，无甚区别。

Eg2.
⼀



• 有一个矩阵，每个位置是0或者1。
• 求最大的全1子矩阵。n*m<=1000000。
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• 对每个位置维护其向上极长的  1的段的长度，然后每行转化为刚刚的 Eg2. 即可。

Eg2+.

回i 7
⼀

1



• 单调队列通常用于解决一个叫滑动窗口的问题。

• 这个问题是这样的：有一列数 {a_n} 和 m 个区间 [L(i),R(i)]，满足 L(i)<=L(i+1)，
R(i)<=R(i+1)。对每个区间求区间最大值。

• 由于这看上去像是有个大小不固定的窗口在移动，然后你透过窗口观察能看到
的数字的最值，所以称为滑动窗口问题。

• 这个问题至少能用随便什么数据结构在 O(nlgn) 时间内完成，但是使用单调队列
可以做到 O(n)。

单调队列
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• 我们维护从左到右哪些数字有可能成为答案。

• 那么每次右边新增一个数字a[x]，若其比目前最右边的可能成为答案的数字a[y]
还大，那么意味着之后无论怎么询问，a[y]都不可能是答案，删掉即可。然后接
着看，直到 a[x] 比 a[y] 小为止。

• 发现这样维护出来的东西，从左到右有可能成为答案的数字是单调变小的。并
且目前的区间的最大值就是最左面有可能成为答案的。

• 删除一个数字就看删掉的是不是目前最左面的那个数字即可。

单调队列



• 实际上，上述“观察哪些东西还未确定答案/可能成为答案”是一种很经典的思
想，可以应用到很多题的分析里。具体到一些涉及大小关系的题里，可能可以
帮助提炼出单调性，从而使问题据有更好的性质。

More then 单调栈/队列
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• 给一列数 a[1],…,a[n]，求最大的区间 [L,R] 使得该区间的数字之和 S[L,R] 不小于 0。
• n<=1e6。

Eg3.



• 令 S[r]=S[r-1]+a[r]。
• 则问题转为求最大的 R-L，使得 S[R] >= S[L]。
• 当然，总是可以直接上个权值线段树之类的。

• 考虑枚举 R，若 L1<L2 < R 且 S[L1] < S[L2]，则 R 一定不会和 L2 匹配成为答案
• 因此只有一列单调递减的 S[L] 可能和 S[R] 匹配。
• 此时已经可以在其中二分做到 O(nlgn)。

• 不过可以接着分析单调性，类似的，如果 L < R1<R2 且 S[R1] < S[R2]，则 L 一定不
会和 R1 匹配成为答案，因此 R1 也无需进行询问。

• 所以实际上询问也有单调性，双指针即可。

Eg3.



• 虽然在现实中很基础且常见，但在做题意义上基本上无甚卵用。

链表



• 我们用 O(F(n))-O(G(n)) 表示一个算法需要 O(F(n)) 时间预处理，O(G(n)) 时间单次
询问。

• 有一列数字 {a_n}，多次询问一个区间的和。n,m<=1000000。

• 做法很简单，令 b[p]=b[p-1]+a[p]=a[1]+a[2]+…+a[p]，那么：
• a[L]+a[L+1]+…+a[R]=b[R]-b[L-1]

• 复杂度 O(n)-O(1)。
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• 有一列数，我们多次做区间加操作，最后询问每个位置是啥。

• 考虑前缀和的逆变换，令b[p]=a[p]-a[p-1]，也就是a是b的前缀和。
• 这样每次 a 的一个区间 a[L,R]+=v，等价于 b[L]+=v,b[R+1]-=v。

• 最后再做一遍前缀和还原回来即可。
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• 问题是一样的，不过搬到了二维平面上。

• 二维前缀和：b[x,y]=b[x-1,y]+b[x,y-1]-b[x-1,y-1]+a[x,y]
• 矩阵求和：S(x1,y1,x2,y2)=b[x2,y2]-b[x1-1,y2]-b[x2,y1-1]+b[x1-1,x2-1]
• 二维差分：b[x,y]=a[x,y]+a[x-1,y-1]-a[x-1,y]-a[x,y-1]
• 修改矩形[x1,y1,x2,y2]等价于：b[x1,y1]+=v, b[x2+1,y2+1]+=v, b[x1,y2+1]-=v, 

b[x2+1,y1]-=v

• 对更高维的情况，其实质可以理解为容斥原理，在这里就不展开了。

二维前缀和/差分
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• 如何在O(n+32768)的时间复杂度内对int类型进行排序?

• 总之就是将一个int类型看作前16位和后16位。

• 然后用类似桶排先对后16位进行排序，再在此基础上对前16位排序。

基数排序

Wcz 挑战



Part II: 树形数据结构入坟门



• 堆
• 并查集

• 平衡树
• 树上的几个常用算法：
• 倍增
• 树链剖分：重链剖分、长链剖分

目录
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• 树就是一类植物的统称。

树是什么
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• 世界上目前有很多种堆，比如二叉堆、斐波那契堆、配对堆、左偏树等等，不
过由于各种原因，一般默认提到的堆都是二叉堆。下文的堆都是指的二叉堆。

• 二叉堆是一种有根二叉树，每个点有个权值，以小根堆为例，每个点的权值都
大于它的父节点的权值。大根堆同理。下文假设是小根堆。

• 能做的事情非常有限，可以在单次严格 O(lgn) 的时间复杂度内插入任意数字 
(push)、删除最小的数字 (pop)，并严格 O(1) 询问最小的数字。

• 就是各位熟悉的优先队列 priority_queue，所以实际上没有学习其实现的必要。

堆
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• 一般的堆只支持删除最小值，现在希望支持删除任意值。
• 保证删除的值在堆中出现。

• 只要在维护一个堆，记录哪些值需要被删除即可。
• 每当两个堆堆顶相同时，两个堆同时弹出堆顶

• 好处是使用这个技巧可能会比 std::set 快

堆：删除任意数字
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• 啊这真是太简单了，把所有数字 push 进去然后依次 pop 出来即可。
• O(nlgn)。

Eg1. 堆排序
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• 每次插入一个数字，然后询问所有数字的中位数。1e5。
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• 每次插入一个数字，然后询问所有数字的中位数。1e5。

• 做法很简单，维护一个大根堆一个小根堆，使得大根堆维护的是前一半的元素，
小根堆维护剩下的。每次插入视情况放到小根堆/大根堆里面，并，比如大根堆
元素个数不足一半，就从小根堆中拿走最小的这种感觉。每次只有常数级别的
变化，因此复杂度 O(nlgn)。

Eg2. 带插入的中位数
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• 有一个n*m的数表，每一行数字从小到大。
• 一开始这个表并不在内存里，但你可以 O(1) 的查询任一位置的值。
• 询问这个数表中第 k 小的数字，要求复杂度 O((n+k)lgn)。

Eg3. 行有序数表第 k 大
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• 有一个n*m的数表，每一行数字从小到大。
• 一开始这个表并不在内存里，但你可以 O(1) 的查询任一位置的值。
• 询问这个数表中第 k 小的数字，要求复杂度 O((n+k)lgn)。

• 做法也很经典，有可能成为答案的只会是每一行最左侧的还未被取走的元素，
从里面选一个最小的取走即可，发现可以用堆维护之。

Eg3. 行有序数表第 k 大
⼀



• 给定两个序列 a[1:n] 和 b[1:m]，对所有 (x, y) 求 a[x]+b[y] 中的第 k 小。
• n, m, k <= 100000。

Eg3+. 第k小点对和
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• 给定两个序列 a[1:n] 和 b[1:m]，对所有 (x, y) 求 a[x]+b[y] 中的第 k 小。
• n, m, k <= 100000。

• 对 a, b 排序后令 c[x, y] = a[x] + b[y]，然后应用 Eg3. 即可。

Eg3+. 第k小点对和



• 有 n 堆石子，每次你可以选择任意不同的两堆合并，代价是两堆石子的个数之
和，问合并成一堆的最小代价。

• n<=100000。

Eg4. 合并石子



• 有 n 堆石子，每次你可以选择任意不同的两堆合并，代价是两堆石子的个数之
和，问合并成一堆的最小代价。

• n<=100000。

• 显然每次取两堆最小的合并即可。

Eg4. 合并石子



• 能够做的事情很简单：支持合并两个不相交集合，或者询问两个元素是否在同
一个集合里。

• 用图论的说法就是：支持用一条无向边连接两个点，或询问两点是否连通。

并查集 111 们 们
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• 每个集合选一个代表元。初始时，各元素自己作为代表元形成一个集合。
• 假设可以使每个集合形成一个有根树的结构，每个元素沿着父亲方向走，最后
到根就是代表元，则：
• 当试图合并两个集合时，设两集合代表元为 x, y，则设置 x 的父亲为 y 即可。
• 当查询两个元素是否在同一集合时，看他们所在有根树的根是否一样即可。

• 显然，此时的复杂度最坏可能是 O(n^2) 的（例如连接成链）。

并查集实现 I



• 两个优化：
• 路径压缩：每从 x 进行一次查询得到 x 的根 y，就将 x 到 y 的路径上的所有
点的父亲设置为 y，这样下次对这些点只需要询问 1 次就能得到答案。

• 按秩合并：当合并两集合的代表元为 x, y 时，总是将树高度小的代表元的父
亲设置为树高度大的代表元。

• 可以证明使用上述两个优化，其时间复杂度为均摊 O(a(n))，其中 a(n) 为一个增
长极其缓慢的函数，因此并查集在实践中近似线性。

• 不过一般只写路经压缩就足够了。

• 按秩合并也可以改为启发式合并（即树大小小的指向大小大的），从而在某些
场景下做到单次操作严格 O(lgn)，而非均摊。

并查集实现

EE ō
⼀⼀

tarja n O In 2业

EA



• 并查集中每个点指向父亲的边可以设置一个权值，表示两点间的某种信息
• 通常需要该信息具有自反性、反对称性、传递性

加权并查集
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• 给一张图，求其最小生成树。n, m <= 100000。

• 一般最小生成树有三种算法：Prim，Kruskal 和 Boruvka(Sollin)，通常使用第二种；
第三种在少数题里用于帮助分析性质；第一种则通常只在稠密图上使用。

• 做法就是按边权排序然后能加就加。

Eg5. 最小生成树 Kruskal
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• 给一张图，每次删掉一个点及相连的边，求剩下的图中的联通块数。n<=100000。
• 动态连通图问题可以使用ETT来解决，如果要写的话估计也就十几k左右吧。

Eg7. JSO I 2008 星球⼤战



• 给一张图，每次删掉一个点及相连的边，求剩下的图中的联通块数。n<=100000。
• 动态连通图问题可以使用ETT来解决，如果要写的话估计也就十几k左右吧。

• 我们注意到并查集没法删除。
• 因此我们倒着从空图往回做，就变成了加边求联通块数的问题。

Eg7.
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• 有一张图，边有边权。
• 你要给每个点确定是黑色或者白色，使得两端颜色相同的边的边权最大值最小。

n<=100000。
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• 有一张图，边有边权。
• 你要给每个点确定是黑色或者白色，使得两端颜色相同的边的边权最大值最小。

n<=100000。

• 一个直观想法是尽可能让边权大的边，两端颜色不同。
• 因此我们从大到小加边，看能否钦定两端的颜色不同。
• 带权并查集维护每个点和他并查集上的父节点是否颜色相同即可。

Eg8.
I
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• 有三种生物A，B，C，其中A吃B，B吃C，C吃A。
• 有n个生物，每个要么是A，要么B，要么C。
• 每次告诉你谁吃谁或者谁和谁同类，或者问你谁吃谁/谁和谁同类是否一定不成
立。1e5。

Eg9.



• 有三种生物A，B，C，其中A吃B，B吃C，C吃A。
• 有n个生物，每个要么是A，要么B，要么C。
• 每次告诉你谁吃谁或者谁和谁同类，或者问你谁吃谁/谁和谁同类是否一定不成
立。1e5。

• 带权并查集维护一个点和其父节点的关系（谁吃谁或者是否同类）。
• 实现上其实这就是一个模 3 剩余类，0 表示同类 1 表示吃 2 表示被吃。
• 还有一种维护三个并查集的做法并不推荐，感觉缺乏拓展性。

Eg9.



• 有一列数字，每次告诉你一个区间的和，或者问能否确定一个区间的和。
n<=100000。
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• 有一列数字，每次告诉你一个区间的和，或者问能否确定一个区间的和。
n<=100000。

• 考虑告诉你一个区间的和本质上就是在讲从一个缝隙走到另一个缝隙的距离。
这里的距离满足 dis(x,y)+dis(y,x)=0。

• 然后并查集维护一个点和父节点的距离即可。
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