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本课程所需的前置知识：高中数学。

本课程中讨论的所有内容默认对 p = 998244353 取模。

一般情况下，定义 00 = 1。
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组合计数

组合计数类问题的形式化定义：

对于集合 S 中满足性质 P 的 x 求权值函数 w(x) 之和，即∑
x∈S

[P (x)]w(x).

其中 S 称作组合类，x 称作组合对象。

一种基本的计数思想：构造双射，即将不同组合类间的组合对象一一对应。
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加法原理与乘法原理

分类加法原理：所有类别的答案可以相加，对应组合类的不交并划分。

分步乘法原理：所有步骤的答案可以相乘，对应组合类的笛卡尔积拆分。
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问题 (洛谷 P8557)

有 k 个有标号的集合，每个集合都是 {1, 2, . . . , n} 的一个子集（可以为空），
求有多少种情况，使得 k 个集合的并集是 {1, 2, . . . , n}。
数据范围：1 ≤ n, k ≤ 109。

从每个元素的角度考虑：元素 i 在 2k − 1 种情况中出现。

由于每个元素是独立的，由乘法原理可以得到答案为
(
2k − 1

)n。
时间复杂度 O(log k + logn)。
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问题

给定 a1, . . . , an，求 n 元正整数组 (x1, . . . , xn) 的数量，满足：

xi ≤ ai；

所有的 xi 互不相同，

数据范围：1 ≤ n ≤ 106，1 ≤ ai ≤ 109。

尝试应用乘法原理：在前 i− 1 个数的基础上加入第 i 个数。

可能遇到的问题是：存在 j < i 使得 xj > ai，不会影响 xi 的取值范围。

考虑将 ai 排序，即令 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an。

此时 xi 只需要满足 xi ≤ ai 且对于所有 1 ≤ j < i，xi 6= xj。

答案即为
∏n

i=1(ai − i+ 1)。

时间复杂度 O(n)。
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问题

求长度为 n，元素不超过 m，且逆序对数为偶数的正整数序列的数量。
数据范围：1 ≤ n,m ≤ 109。

对于逆序对数为偶数的限制，可以作如下变换：
记逆序对数为 c，分别置权值为 w = 1 与 w = (−1)c，得到答案 C0 与 C1；
则逆序对数为偶数的答案为 (C0 + C1)/2，为奇数的答案为 (C0 − C1)/2。

容易得到 C1 即为 mn。
考虑构造双射辅助计算 C2。对于序列 [a1, . . . , an]：

若 a1 6= a2，则该序列的贡献与交换 a1, a2 得到的序列的贡献抵消；
类似地，a3 6= a4，a5 6= a6，a2k−1 6= a2k 的序列贡献均可以相互抵消；
否则一定满足 a2k−1 = a2k，此时恰好逆序对数一定为偶数。

于是可以得到 C2 = m⌈n/2⌉。
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问题

求 n 个点的有标号无根树个数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 109。

无根树没有太好的结构，考虑先转为对有根外向树计数。

注意到有根外向树删去若干条边后会仍然是有根外向树森林。

考虑从 n 个点开始，依次加入每条边，由一个点连向另一连通块的根。

加入第 i 条边前，图由 n− i+ 1 个连通块构成，于是方案数为 n(n− i)。

由乘法原理，答案即为
∏n−1

i=1 n(n− i) = nn−1(n− 1)!。

由于选择根的方案数为 n，同时有 (n− 1)! 种不同的加边顺序，答案即为

nn−1(n− 1)!/n! = nn−2.

时间复杂度 O(logn)。
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仅当某位乘客的目标座位不同或上飞机走的门不同。
数据范围：1 ≤ m ≤ n ≤ 106。

构造形式更简洁的双射：增加 n+1 号座位，然后将所有座位视作环状的。

此时每个人一定都有座位，并且找到座位当且仅当 n+ 1 号座位没有人。

新问题的总方案数即为 2m(n+ 1)m。

根据对称性，n+ 1 号座位没有人的方案占总方案数的 n−m+1
n+1

。

于是答案即为 (n−m+ 1)2m(n+ 1)m−1。
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二项式系数

定义
(
n
m

)
为从 n 个有标号的元素中取出 m 个元素的方案数。

可以由两种角度计算：
加法原理：考虑第 n 个元素是否被选：(n

m

)
=
(n− 1

m− 1

)
+
(n− 1

m

)
.

乘法原理：对于每个 1 ∼ n 的排列，取前 m 个：(n
m

)
=

n!

m!(n−m)!
.

在实际问题中，求二项式系数的方法需要根据数据范围与模数决定。

例如，对于 n,m 大于模数的情况，需要使用 Lucas 定理进行计算。
以下讨论的部分问题中可能忽略求二项式系数的方法及复杂度问题。
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组合恒等式

下指标反转： (
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n
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.
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i=1

xi

)n
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∑

∑m
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( n
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i=1

xi
ai .
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不定方程的整数解：
求方程 x1 + · · ·+ xm = n 的正整数解个数；
求方程 x1 + · · ·+ xm = n 的非负整数解个数。

单调序列计数：
求有多少个整数序列 [a1, . . . , an]，满足 1 ≤ a1 < · · · < an ≤ m；
求有多少个整数序列 [a1, . . . , an]，满足 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an ≤ m。

格路计数：
求在平面网格图上从 (0, 0) 走到 (n,m) 且每一步只能向右或向上的方案数。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

不定方程的整数解：
求方程 x1 + · · ·+ xm = n 的正整数解个数；
求方程 x1 + · · ·+ xm = n 的非负整数解个数。

单调序列计数：
求有多少个整数序列 [a1, . . . , an]，满足 1 ≤ a1 < · · · < an ≤ m；
求有多少个整数序列 [a1, . . . , an]，满足 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an ≤ m。

格路计数：
求在平面网格图上从 (0, 0) 走到 (n,m) 且每一步只能向右或向上的方案数。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

不定方程的整数解：
求方程 x1 + · · ·+ xm = n 的正整数解个数；
求方程 x1 + · · ·+ xm = n 的非负整数解个数。

单调序列计数：
求有多少个整数序列 [a1, . . . , an]，满足 1 ≤ a1 < · · · < an ≤ m；
求有多少个整数序列 [a1, . . . , an]，满足 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an ≤ m。

格路计数：
求在平面网格图上从 (0, 0) 走到 (n,m) 且每一步只能向右或向上的方案数。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

问题 (ABC154F)

给定 r1, r2, c1, c2，求
r2∑

i=r1

c2∑
j=c1

(
i+ j

i

)
.

数据范围：1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ 106，1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ 106。

首先可以差分为
∑r

i=0

∑c
j=0

(
i+j
i

)
。

考虑上指标求和：
∑c

j=0

(
i+j
i

)
=
(
i+c+1
i+1

)
。

考虑下指标反转后上指标求和：

r∑
i=0

(
i+ c+ 1

i+ 1

)
=

r∑
i=0

(
i+ c+ 1

c

)
=

(
r + c+ 2

c+ 1

)
− 1.

时间复杂度 O(r2 + c2)。
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问题 (洛谷 P3223)

求将 n 名男同学，m 名女同学，两名老师排成一队，且任意两名女同学不相
邻，任意两名老师不相邻的方案数。
数据范围：1 ≤ n,m ≤ 2000。

先将男同学排好，方案数为 n!。
接下来将老师插入男同学的队伍中：
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(n+3
m

)
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若两名老师相邻，则师有 2(n+ 1) 种选位置的方式，一名女同学需要站在两
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)
种选位置的方式。

因此答案为 n!m!
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))
.

时间复杂度 O(n)。
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种选位置的方式。

若两名老师相邻，则师有 2(n+ 1) 种选位置的方式，一名女同学需要站在两
个老师之间，剩下的女同学要在 n+ 2 个位置中选择 m− 1 个，因此有
m(m− 1)!

(n+2
m−1

)
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问题 (卡特兰数)

求在平面网格图上从 (0, 0) 走到 (n, n)，每一步只能向右或向上，且不能经过
y = x+ 1 的方案数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 106。

考虑用总方案数减去与 y = x+ 1 相交的方案数。
对于每条经过 y = x+ 1 的路径，作如下变换：

将第一次相交之后的路径沿 y = x+ 1 翻转；
得到一条从 (0, 0) 走到 (n− 1, n+ 1) 的路径。

可以发现，上述变换构成双射。答案即为(
2n

n

)
−

(
2n

n− 1

)
.

时间复杂度 O(n)。
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对于每条经过 y = x+ 1 的路径，作如下变换：

将第一次相交之后的路径沿 y = x+ 1 翻转；
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问题

求在平面网格图上从 (0, 0) 走 k 步到 (n,m)，每一步可以向上下左右任意一
个方向移动的方案数。
数据范围：1 ≤ n,m, k ≤ 106。

考虑枚举在水平方向移动的次数 i：
设向右 r 次，向左 l 次，则有 r+ l = i 且 r− l = n，可以解出 r = (i+n)/2。
类似地，向上移动的次数为 (k − i+m)/2，答案即为

k∑
i=0

(k
i

)( n

(n+ i)/2

)( m

(m+ k − i)/2

)
.

、
进一步地，考虑分离两个方向：

将坐标系旋转 45◦，即作变换 (x, y) 7→ (x− y, x+ y)。
此时每步都会使横纵坐标 ±1，答案即为

( k
(k+n−m)/2

)( k
(k+n+m)/2

)
.

时间复杂度 O(k)。
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个方向移动的方案数。
数据范围：1 ≤ n,m, k ≤ 106。
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求在平面网格图上从 (0, 0) 走 k 步到 (n,m)，每一步可以向上下左右任意一
个方向移动的方案数。
数据范围：1 ≤ n,m, k ≤ 106。

考虑枚举在水平方向移动的次数 i：
设向右 r 次，向左 l 次，则有 r+ l = i 且 r− l = n，可以解出 r = (i+n)/2。
类似地，向上移动的次数为 (k − i+m)/2，答案即为

k∑
i=0

(k
i

)( n

(n+ i)/2

)( m

(m+ k − i)/2

)
.

、
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问题 (洛谷 P3726)

甲抛掷 a 次硬币，乙抛掷 b 次硬币，求甲抛出正面朝上的次数更多的方案数。
数据范围：1 ≤ a, b ≤ 1015，0 ≤ a− b ≤ 104。

先讨论 a = b 的情况，可以构造一个双射：
翻转所有硬币会得到一个结果相反的局面，即甲次数多与乙次数多一一对应。

由于总方案数为 22a，平局方案数为
∑a

i=0

(
a
i

)2
=
(
2a
a

)
，

甲抛出正面朝上的次数更多的方案数即为
(
22a −

(
2a
a

))
/2。

再讨论 a > b 的情况，可以构造类似的双射：
翻转所有硬币会使乙次数多或平局会得到甲次数多的局面;
于是只需要统计翻转前后都是甲次数多的方案数。

枚举正面朝上的次数 i, j，
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容斥原理

给定集合 S1, . . . , Sn，则有：∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Si

∣∣∣∣∣ = ∑
∅ ̸=T⊆[n]

(−1)|T |−1

∣∣∣∣∣⋂
i∈T

Si

∣∣∣∣∣ .

证明可以通过对每个元素使用二项式定理计算其出现的次数得到。

在部分问题中，枚举 T 的复杂度较高，需要将系数作为权重纳入计算。
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问题 (错排数)

求满足以下要求的排列 [p1, . . . , pn] 的数量：对于 1 ≤ i ≤ n，pi 6= i。
数据范围：1 ≤ n ≤ 106。

记 Si 为满足 pi = i 的排列构成的集合，答案即为 n!− |∪n
i=1Si|。

使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时 |∩i∈TSi| = (n− |T |)!。

枚举集合 T 的大小 i，答案即为

n!−
n∑

i=1

(
n

i

)
(−1)i−1(n− i)! =

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n− i)! = n!

n∑
i=0

(−1)i

i!
.

进一步地，可以得到错排数 Dn 的递推式：Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2)。

时间复杂度 O(n)。
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枚举集合 T 的大小 i，答案即为

n!−
n∑

i=1

(
n

i

)
(−1)i−1(n− i)! =

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n− i)! = n!

n∑
i=0

(−1)i

i!
.

进一步地，可以得到错排数 Dn 的递推式：Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2)。

时间复杂度 O(n)。
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问题 (错排数)

求满足以下要求的排列 [p1, . . . , pn] 的数量：对于 1 ≤ i ≤ n，pi 6= i。
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记 Si 为满足 pi = i 的排列构成的集合，答案即为 n!− |∪n
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使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时 |∩i∈TSi| = (n− |T |)!。
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.

进一步地，可以得到错排数 Dn 的递推式：Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2)。

时间复杂度 O(n)。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

问题

给定 a1, . . . , am，求方程 x1 + · · ·+ xm = n 满足以下条件的正整数解个数：

对于所有 1 ≤ i ≤ m，xi ≤ ai。

数据范围：1 ≤ m ≤ 20，1 ≤ n ≤ 106。

记 Si 为满足 xi > ai 的正整数解构成的集合，答案即为(
n

m−1

)
− |∪n

i=1Si|。
使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时需要计算 |∩i∈TSi|。
对于所有 i ∈ T，作变换 xi → xi − ai，此时方程变为

x1 + · · ·+ xm = n−
∑
i∈T

ai.

答案即为 ∑
T⊆[n]

(−1)|T |

(
n−

∑
i∈T ai

m− 1

)
.

时间复杂度 O(2m)。
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问题

给定 a1, . . . , am，求方程 x1 + · · ·+ xm = n 满足以下条件的正整数解个数：

对于所有 1 ≤ i ≤ m，xi ≤ ai。

数据范围：1 ≤ m ≤ 20，1 ≤ n ≤ 106。

记 Si 为满足 xi > ai 的正整数解构成的集合，答案即为(
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m−1

)
− |∪n

i=1Si|。

使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时需要计算 |∩i∈TSi|。
对于所有 i ∈ T，作变换 xi → xi − ai，此时方程变为

x1 + · · ·+ xm = n−
∑
i∈T

ai.

答案即为 ∑
T⊆[n]
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n−

∑
i∈T ai

m− 1
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.

时间复杂度 O(2m)。
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问题

给定 a1, . . . , am，求方程 x1 + · · ·+ xm = n 满足以下条件的正整数解个数：

对于所有 1 ≤ i ≤ m，xi ≤ ai。

数据范围：1 ≤ m ≤ 20，1 ≤ n ≤ 106。

记 Si 为满足 xi > ai 的正整数解构成的集合，答案即为(
n

m−1

)
− |∪n

i=1Si|。
使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时需要计算 |∩i∈TSi|。

对于所有 i ∈ T，作变换 xi → xi − ai，此时方程变为

x1 + · · ·+ xm = n−
∑
i∈T

ai.

答案即为 ∑
T⊆[n]

(−1)|T |

(
n−

∑
i∈T ai

m− 1

)
.

时间复杂度 O(2m)。
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问题

给定 a1, . . . , am，求方程 x1 + · · ·+ xm = n 满足以下条件的正整数解个数：

对于所有 1 ≤ i ≤ m，xi ≤ ai。

数据范围：1 ≤ m ≤ 20，1 ≤ n ≤ 106。

记 Si 为满足 xi > ai 的正整数解构成的集合，答案即为(
n

m−1

)
− |∪n

i=1Si|。
使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时需要计算 |∩i∈TSi|。
对于所有 i ∈ T，作变换 xi → xi − ai，此时方程变为

x1 + · · ·+ xm = n−
∑
i∈T

ai.

答案即为 ∑
T⊆[n]

(−1)|T |

(
n−

∑
i∈T ai

m− 1

)
.

时间复杂度 O(2m)。
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问题

给定 a1, . . . , am，求方程 x1 + · · ·+ xm = n 满足以下条件的正整数解个数：

对于所有 1 ≤ i ≤ m，xi ≤ ai。

数据范围：1 ≤ m ≤ 20，1 ≤ n ≤ 106。

记 Si 为满足 xi > ai 的正整数解构成的集合，答案即为(
n

m−1

)
− |∪n

i=1Si|。
使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时需要计算 |∩i∈TSi|。
对于所有 i ∈ T，作变换 xi → xi − ai，此时方程变为

x1 + · · ·+ xm = n−
∑
i∈T

ai.

答案即为 ∑
T⊆[n]

(−1)|T |

(
n−

∑
i∈T ai

m− 1

)
.

时间复杂度 O(2m)。
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问题

给定 a1, . . . , am，求方程 x1 + · · ·+ xm = n 满足以下条件的正整数解个数：

对于所有 1 ≤ i ≤ m，xi ≤ ai。

数据范围：1 ≤ m ≤ 20，1 ≤ n ≤ 106。

记 Si 为满足 xi > ai 的正整数解构成的集合，答案即为(
n

m−1

)
− |∪n

i=1Si|。
使用容斥原理，枚举集合 ∅ 6= T ⊆ [n]，此时需要计算 |∩i∈TSi|。
对于所有 i ∈ T，作变换 xi → xi − ai，此时方程变为

x1 + · · ·+ xm = n−
∑
i∈T

ai.

答案即为 ∑
T⊆[n]

(−1)|T |

(
n−

∑
i∈T ai

m− 1

)
.

时间复杂度 O(2m)。
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问题 (洛谷 P3813)

给定一个 h× w 的矩阵求在矩阵中填入 1 ∼ m，且满足 n 个限制的方案数，
其中每个限制均为限定某个子矩阵的最大值。
数据范围：1 ≤ h,w,m ≤ 104，1 ≤ n ≤ 10。

如果直接容斥，并不能快速计算最大值不为给定值的方案数。
注意到限定所有数不超过某个值是容易的，可以按照如下方式容斥：

记第 i 个子矩形的限制为 vi，实际最大值为 mi；
首先令全集为满足所有 mi ≤ vi 的方案集合；
然后令 Si 为满足 mi < vi 的方案集合。

此时 |∩i∈TSi| 的限制为若干条某个区域均不超过某个值的形式。

直接应用乘法原理，计算每一个区域的方案数的乘积即可。

时间复杂度 O(2nn3)。
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问题 (洛谷 P3813)

给定一个 h× w 的矩阵求在矩阵中填入 1 ∼ m，且满足 n 个限制的方案数，
其中每个限制均为限定某个子矩阵的最大值。
数据范围：1 ≤ h,w,m ≤ 104，1 ≤ n ≤ 10。

如果直接容斥，并不能快速计算最大值不为给定值的方案数。

注意到限定所有数不超过某个值是容易的，可以按照如下方式容斥：
记第 i 个子矩形的限制为 vi，实际最大值为 mi；
首先令全集为满足所有 mi ≤ vi 的方案集合；
然后令 Si 为满足 mi < vi 的方案集合。

此时 |∩i∈TSi| 的限制为若干条某个区域均不超过某个值的形式。

直接应用乘法原理，计算每一个区域的方案数的乘积即可。

时间复杂度 O(2nn3)。
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问题 (洛谷 P3813)

给定一个 h× w 的矩阵求在矩阵中填入 1 ∼ m，且满足 n 个限制的方案数，
其中每个限制均为限定某个子矩阵的最大值。
数据范围：1 ≤ h,w,m ≤ 104，1 ≤ n ≤ 10。

如果直接容斥，并不能快速计算最大值不为给定值的方案数。
注意到限定所有数不超过某个值是容易的，可以按照如下方式容斥：

记第 i 个子矩形的限制为 vi，实际最大值为 mi；
首先令全集为满足所有 mi ≤ vi 的方案集合；
然后令 Si 为满足 mi < vi 的方案集合。

此时 |∩i∈TSi| 的限制为若干条某个区域均不超过某个值的形式。

直接应用乘法原理，计算每一个区域的方案数的乘积即可。

时间复杂度 O(2nn3)。
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问题 (洛谷 P3813)

给定一个 h× w 的矩阵求在矩阵中填入 1 ∼ m，且满足 n 个限制的方案数，
其中每个限制均为限定某个子矩阵的最大值。
数据范围：1 ≤ h,w,m ≤ 104，1 ≤ n ≤ 10。

如果直接容斥，并不能快速计算最大值不为给定值的方案数。
注意到限定所有数不超过某个值是容易的，可以按照如下方式容斥：

记第 i 个子矩形的限制为 vi，实际最大值为 mi；
首先令全集为满足所有 mi ≤ vi 的方案集合；
然后令 Si 为满足 mi < vi 的方案集合。

此时 |∩i∈TSi| 的限制为若干条某个区域均不超过某个值的形式。

直接应用乘法原理，计算每一个区域的方案数的乘积即可。

时间复杂度 O(2nn3)。
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问题 (洛谷 P3813)

给定一个 h× w 的矩阵求在矩阵中填入 1 ∼ m，且满足 n 个限制的方案数，
其中每个限制均为限定某个子矩阵的最大值。
数据范围：1 ≤ h,w,m ≤ 104，1 ≤ n ≤ 10。

如果直接容斥，并不能快速计算最大值不为给定值的方案数。
注意到限定所有数不超过某个值是容易的，可以按照如下方式容斥：

记第 i 个子矩形的限制为 vi，实际最大值为 mi；
首先令全集为满足所有 mi ≤ vi 的方案集合；
然后令 Si 为满足 mi < vi 的方案集合。

此时 |∩i∈TSi| 的限制为若干条某个区域均不超过某个值的形式。

直接应用乘法原理，计算每一个区域的方案数的乘积即可。

时间复杂度 O(2nn3)。
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问题 (洛谷 P3813)

给定一个 h× w 的矩阵求在矩阵中填入 1 ∼ m，且满足 n 个限制的方案数，
其中每个限制均为限定某个子矩阵的最大值。
数据范围：1 ≤ h,w,m ≤ 104，1 ≤ n ≤ 10。

如果直接容斥，并不能快速计算最大值不为给定值的方案数。
注意到限定所有数不超过某个值是容易的，可以按照如下方式容斥：

记第 i 个子矩形的限制为 vi，实际最大值为 mi；
首先令全集为满足所有 mi ≤ vi 的方案集合；
然后令 Si 为满足 mi < vi 的方案集合。

此时 |∩i∈TSi| 的限制为若干条某个区域均不超过某个值的形式。

直接应用乘法原理，计算每一个区域的方案数的乘积即可。

时间复杂度 O(2nn3)。
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问题 (洛谷 P3813)

给定一个 h× w 的矩阵求在矩阵中填入 1 ∼ m，且满足 n 个限制的方案数，
其中每个限制均为限定某个子矩阵的最大值。
数据范围：1 ≤ h,w,m ≤ 104，1 ≤ n ≤ 10。

如果直接容斥，并不能快速计算最大值不为给定值的方案数。
注意到限定所有数不超过某个值是容易的，可以按照如下方式容斥：

记第 i 个子矩形的限制为 vi，实际最大值为 mi；
首先令全集为满足所有 mi ≤ vi 的方案集合；
然后令 Si 为满足 mi < vi 的方案集合。

此时 |∩i∈TSi| 的限制为若干条某个区域均不超过某个值的形式。

直接应用乘法原理，计算每一个区域的方案数的乘积即可。

时间复杂度 O(2nn3)。
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Min-Max 容斥

在容斥原理中，考虑给集合赋予一个偏序关系，则有：

nmax
i=1

Si =
∑

∅ ̸=T⊆[n]

(−1)|T |−1 min
i∈T

Si.

记 max(S),min(S) 分别表示集合 S 中的最大值与最小值，则有：

max(S) =
∑

∅ ̸=T⊆S

(−1)|T |−1 min(T ).

扩展 Min-Max 容斥

进一步地，设 maxk(S) 表示集合 S 中的第 k 大值，则有：

maxk(S) =
∑

T⊆S,|T |≥k

(−1)|T |−k

(
|T | − 1

k − 1

)
min(T ).
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Min-Max 容斥的期望形式

上述两个公式在期望意义下亦成立，即有：

E[max(S)] =
∑

∅ ̸=T⊆S

(−1)|T |−1E[min(T )],

E[maxk(S)] =
∑

T⊆S,|T |≥k

(−1)|T |−k

(
|T | − 1

k − 1

)
E[min(T )].
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问题

有一个随机数生成器，每次会按照 p1, . . . , pn 的概率分布生成 1 ∼ n 中的一个
数。求 1 ∼ n 都被至少生成过一次的期望次数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 20。

记 ti 表示第一次生成 i 的时间，答案即为 E[max(t1, . . . , tn)]。

使用 Min-Max 容斥的期望形式，枚举 ∅ 6= T ⊆ [n]，计算 E[mini∈T ti]。

即只需求出生成任一 T 中元素的期望时间。

由于生成概率为
∑

i∈T pi，对应的期望时间即为
(∑

i∈T pi
)−1。

时间复杂度 O(2n)。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

问题

有一个随机数生成器，每次会按照 p1, . . . , pn 的概率分布生成 1 ∼ n 中的一个
数。求 1 ∼ n 都被至少生成过一次的期望次数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 20。

记 ti 表示第一次生成 i 的时间，答案即为 E[max(t1, . . . , tn)]。

使用 Min-Max 容斥的期望形式，枚举 ∅ 6= T ⊆ [n]，计算 E[mini∈T ti]。

即只需求出生成任一 T 中元素的期望时间。

由于生成概率为
∑

i∈T pi，对应的期望时间即为
(∑

i∈T pi
)−1。

时间复杂度 O(2n)。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

问题

有一个随机数生成器，每次会按照 p1, . . . , pn 的概率分布生成 1 ∼ n 中的一个
数。求 1 ∼ n 都被至少生成过一次的期望次数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 20。

记 ti 表示第一次生成 i 的时间，答案即为 E[max(t1, . . . , tn)]。

使用 Min-Max 容斥的期望形式，枚举 ∅ 6= T ⊆ [n]，计算 E[mini∈T ti]。

即只需求出生成任一 T 中元素的期望时间。

由于生成概率为
∑

i∈T pi，对应的期望时间即为
(∑

i∈T pi
)−1。

时间复杂度 O(2n)。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

问题

有一个随机数生成器，每次会按照 p1, . . . , pn 的概率分布生成 1 ∼ n 中的一个
数。求 1 ∼ n 都被至少生成过一次的期望次数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 20。

记 ti 表示第一次生成 i 的时间，答案即为 E[max(t1, . . . , tn)]。

使用 Min-Max 容斥的期望形式，枚举 ∅ 6= T ⊆ [n]，计算 E[mini∈T ti]。

即只需求出生成任一 T 中元素的期望时间。

由于生成概率为
∑

i∈T pi，对应的期望时间即为
(∑

i∈T pi
)−1。

时间复杂度 O(2n)。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

问题

有一个随机数生成器，每次会按照 p1, . . . , pn 的概率分布生成 1 ∼ n 中的一个
数。求 1 ∼ n 都被至少生成过一次的期望次数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 20。

记 ti 表示第一次生成 i 的时间，答案即为 E[max(t1, . . . , tn)]。

使用 Min-Max 容斥的期望形式，枚举 ∅ 6= T ⊆ [n]，计算 E[mini∈T ti]。

即只需求出生成任一 T 中元素的期望时间。

由于生成概率为
∑

i∈T pi，对应的期望时间即为
(∑

i∈T pi
)−1。

时间复杂度 O(2n)。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

问题

有一个随机数生成器，每次会按照 p1, . . . , pn 的概率分布生成 1 ∼ n 中的一个
数。求 1 ∼ n 都被至少生成过一次的期望次数。
数据范围：1 ≤ n ≤ 20。

记 ti 表示第一次生成 i 的时间，答案即为 E[max(t1, . . . , tn)]。

使用 Min-Max 容斥的期望形式，枚举 ∅ 6= T ⊆ [n]，计算 E[mini∈T ti]。

即只需求出生成任一 T 中元素的期望时间。

由于生成概率为
∑

i∈T pi，对应的期望时间即为
(∑

i∈T pi
)−1。

时间复杂度 O(2n)。

清华大学学生算法协会 任舍予

组合计数



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

. .注意事项 . .. .. .. .. .. .. .计数原理
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .二项式系数

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .容斥原理与反演
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .多项式与形式幂级数

. .. .. .. .. .. .. .. .生成函数
. .参考资料

反演

更一般地，对于定义在集合上的函数 f, g : 2[n] 7→ Fp：
若 f, g 满足：

f(S) =
∑
T⊆S

g(T ),

则可以得到 f, g 的另一关系式：

g(S) =
∑
T⊆S

(−1)|S|−|T |f(T ).

形式化地，若函数 f, g : D → M 满足：

f(m) =
∑
d

am,dg(d),

则反演一般指其逆向过程：

g(d) =
∑
m

bd,mf(m).
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前缀和与差分：f(n) =
∑

k≤n g(k) ⇐⇒ g(n) = f(n)− f(n− 1).

子集反演：

f(S) =
∑
T⊆S

g(T ) ⇐⇒ g(S) =
∑
T⊆S

(−1)|S|−|T |f(T ).

莫比乌斯反演：

f(n) =
∑
d|n

g(d) ⇐⇒ g(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
f(d).

二项式反演：

f(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
g(k) ⇐⇒ g(n) =

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
f(k).
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单位根反演（离散傅里叶变换）：

f(m) =

n−1∑
k=0

ωmk
n g(k) ⇐⇒ g(m) =

1

n

n−1∑
k=0

ω−mk
n f(k).
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问题 (洛谷 P6076)

给定 n×m 的矩形与 c 种颜色，每个位置可以染任意一种颜色或不染色。求
每行每列都有至少一格被染色，且每种颜色都出现过的染色方案数。
数据范围：1 ≤ n,m, c ≤ 400。

记 f(n,m, c) 表示用 c 种颜色染 n 行 m 列的方案数，
记 g(n,m, c) 表示恰好用 c 种颜色染恰好 n 行恰好 m 列的方案数。
由 g 不难计算出 f：

f(n,m, c) =

n∑
i=0

m∑
j=0

c∑
k=0

(
n

i

)(
m

j

)(
c

k

)
g(i, j, k).

对三次求和均使用二项式反演即可得到答案：

g(n,m, c) =

n∑
i=0

m∑
j=0

c∑
k=0

(−1)n+m+c−i−j−k

(
n

i

)(
m

j

)(
c

k

)
kij .

时间复杂度 O(nmc)。
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基本概念

对于有单位元的交换环 R：

定义 f 为 R 上的多项式当且仅当：

f(x) =

n∑
i=0

fix
i (f0, f1, . . . , fn ∈ R, fn 6= 0).

其中 n 称作 f 的度数，记作 deg f。记 f 的 i 次项系数为 [xi]f = fi。

定义 R 上的多项式环 R[x] 为所有 R 上的多项式构成的集合。

定义 f 为 R 上的形式幂级数当且仅当：

f(x) =

+∞∑
i=0

fix
i (f0, f1, · · · ∈ R).

定义 R 上的形式幂级数环 R[[x]] 为所有 R 上的形式幂级数构成的集合。

注意：x 仅为形式符号，即对系数位置的标识符，没有实际意义。
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基本运算

记形式幂级数 f(x) =
∑+∞

i=0 fix
i，g(x) =

∑+∞
i=0 gix

i：

定义形式幂级数的加减法为：

f(x)± g(x) =

+∞∑
i=0

(fi ± gi)x
i.

定义形式幂级数的乘法（卷积）为：

f(x) · g(x) =
+∞∑
i=0

(
i∑

j=0

fjgi−j

)
xi.

根据形式幂级数的乘法可以定义形式幂级数的乘法逆元：
若 f0 6= 0，则存在唯一的乘法逆元 f−1 满足：

f · f−1 = f−1 · f = 1.
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基本运算

定义形式幂级数的复合为：

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f0 +

+∞∑
i=1

fig
i(x).

注意：f ◦ g 存在当且仅当 f ∈ R[x] 或 g0 = 0。

定义形式幂级数的导数为：

f ′(x) =

+∞∑
i=1

ifix
i−1.

定义形式幂级数的不定积分为：∫
f(x)dx = c+

+∞∑
i=1

fi−1

i
xi.
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注意：f ◦ g 存在当且仅当 f ∈ R[x] 或 g0 = 0。

定义形式幂级数的导数为：

f ′(x) =

+∞∑
i=1

ifix
i−1.

定义形式幂级数的不定积分为：∫
f(x)dx = c+

+∞∑
i=1

fi−1

i
xi.
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常见的幂级数展开式

exp(x) = ex =

+∞∑
i=0

xi

i!
= 1 + x+

x2

2
+

x3

6
+ . . . ,

(1 + x)a =

+∞∑
i=0

(
a

i

)
xi = 1 + ax+

a(a− 1)

2
x2 +

a(a− 1)(a− 2)

6
x3 + . . . .
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多项式带余除法

对于欧几里得整环 R，可以定义 R[x] 上的带余除法：

对于多项式 f, g ∈ R[x]，存在唯一的 q, r ∈ R[x] 满足：

f(x) = q(x)g(x) + r(x) (deg r < deg g).

称 q(x) 为 f(x) 除以 g(x) 的商，r(x) 为 f(x) 除以 g(x) 的余数。
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多项式的系数表示与点值表示

对于 n 次多项式 f(x)，只需要 n+ 1 个点值就可以将其确定：

f(x0) = y0, f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn.

称由系数表示得到点值表示的过程为求值，

称由点值表示得到系数表示的过程为插值。

拉格朗日插值公式：

f(x) =

n∑
i=0

yi
∏
j ̸=i

x− xj

xi − xj
.
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问题 (自然数幂和)

给定 n, k，求
∑n

i=1 i
k。

数据范围：1 ≤ n ≤ 109，1 ≤ k ≤ 106。

记 Fk(n) =
∑n

i=1 i
k，则有：

F0(n) = n, F1(n) =
n(n+ 1)

2
, F2(n) =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

可以猜想 Fk(n) 是关于 n 的 k + 1 次多项式。
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根据

(n+ 1)k+1 − nk+1 =

k∑
i=0

(
k + 1

i

)
ni,

(n+ 1)k+1 − 1 =

k∑
i=0

(
k + 1

i

)
n∑

j=1

ji =

k∑
i=0

(
k + 1

i

)
Fi(n).

因此可以归纳证明 Fk(n) 是关于 n 的 k + 1 次多项式。

首先计算 1, 2, . . . , k + 1 处的点值，然后使用拉格朗日插值公式。
只需要快速计算

∏
j ̸=i

n−j
i−j
：

分子可以预处理前后缀乘积
∏

j<i(n− j) 与
∏

j>i(n− j)；
分母是 (i− 1)!(k + 1− i)!(−1)k+1−i，只需要预处理阶乘。

时间复杂度 O(k log k)。
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问题 (洛谷 P4463)

求 1 ∼ m 中选 n 个互不相同的数的乘积之和。
数据范围：1 ≤ n ≤ 500，n ≤ m ≤ 109。

考虑动态规划，记 fi,j 表示 1 ∼ i 中选 j 个不同数的乘积之和。

由于 i 范围较大，尝试证明固定 j 时 fi,j 是关于 i 的多项式。

记 Fj(i) = fi,j，根据转移可以得到：

Fj(i) =

i∑
k=0

kFj−1(k − 1).

因此可以归纳证明 Fj 是关于 i 的 2j 次多项式。

暴力 DP 求出 Fn 的点值，然后使用拉格朗日插值求出 Fn(m) 即可。

时间复杂度 O(n2)。
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问题 (洛谷 P4463)

求 1 ∼ m 中选 n 个互不相同的数的乘积之和。
数据范围：1 ≤ n ≤ 500，n ≤ m ≤ 109。

考虑动态规划，记 fi,j 表示 1 ∼ i 中选 j 个不同数的乘积之和。

由于 i 范围较大，尝试证明固定 j 时 fi,j 是关于 i 的多项式。

记 Fj(i) = fi,j，根据转移可以得到：

Fj(i) =
i∑

k=0

kFj−1(k − 1).

因此可以归纳证明 Fj 是关于 i 的 2j 次多项式。

暴力 DP 求出 Fn 的点值，然后使用拉格朗日插值求出 Fn(m) 即可。

时间复杂度 O(n2)。
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多项式操作

考虑多项式 f, g 在 mod xn 意义下的运算：

计算 f ± g, f ′,
∫
fdx 的复杂度均为 O(n)。

直接计算 fg 的复杂度为 O(n2)。

将 g = f−1 按定义展开，可以得到计算 g 的递推式，复杂度为 O(n2)：

n∑
i=0

gifn−i = 1,

g0 =
1

f0
, gn = − 1

f0

n−1∑
i=0

gifn−k.
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多项式操作

对 g = exp f 求导，可以得到计算 g 的递推式，复杂度为 O(n2)：

g′ = f ′g,

g0 = exp f0, gn =
1

n

n−1∑
i=0

(n− i)gifn−i.

对于 g = ln f，可以使用求逆、求导与积分得到，复杂度为 O(n2)：

g =

∫
g′dx =

∫
f ′

f
dx.
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多项式操作

对于 g = fk：

直接快速幂的复杂度为 O(n2 log k);
转化为 g = exp(k ln f) 的复杂度为 O(n2)；
利用求导可以得到递推式：

g′ = kfk−1f ′ =⇒ g′f = kf ′g,

g0 = fk
0 , gn =

1

nf0

n−1∑
i=0

(k(n− i)− i)gifn−i.

记 f 的非零项数为 m，则复杂度为 O(nm)。
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生成函数

对于数列 [f0, f1, . . . ]：

定义其普通型生成函数（OGF）为：

F (x) =

+∞∑
i=0

fix
i.

定义其指数型生成函数（EGF）为：

F (x) =

+∞∑
i=0

fi

i!
xi.

生成函数将数列转化为形式幂级数，从而可以用代数方法解决组合问题。
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生成函数

对于数列 [f0, f1, . . . ]：
定义其普通型生成函数（OGF）为：

F (x) =

+∞∑
i=0

fix
i.

定义其指数型生成函数（EGF）为：

F (x) =
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i!
xi.

生成函数将数列转化为形式幂级数，从而可以用代数方法解决组合问题。
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问题 (Atcoder Dwango Programming Contest V, Task E)

给定序列 [a1, . . . , an]，定义置换 p 的价值 f(p) 为所有轮换中最小的 ai 的乘
积。定义 bi 为有 i 个轮换的所有置换 p 的 f(p) 之和，求 gcd(b1, . . . , bn)。
数据范围：1 ≤ n ≤ 105，1 ≤ ai ≤ 109。

为方便处理最小值，首先将序列从小到大排序，然后考虑动态规划：

记 fi,j 表示前 i 个数划分为 j 个轮换的价值之和，则转移为：

fi,j = aifi−1,j−1 + (i− 1)fi−1,j .
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考虑 fi,j 的生成函数 Fi(x)，有 Fi(x) = aixFi−1(x) + (i− 1)Fi−1(x)。

于是有 Fn(x) =
∏n

i=1(aix+ i− 1)，答案即为

gcd([x1]Fn(x), . . . , [x
n]Fn(x)) =

n∏
i=1

gcd(ai, i− 1).

时间复杂度 O(n log max{ai})。
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问题 (洛谷 P3746)

给定 n, k, r，求：
+∞∑
i=0

(
nk

ik + r

)
.

数据范围：1 ≤ n ≤ 109，0 ≤ r < k ≤ 50。

根据二项式定理，原式即为：

+∞∑
i=0

[xik+r](1 + x)nk.

首先改写指标，将 ik + r 转化为条件 i mod k = r：

+∞∑
i=0

[i mod k = r][xi](1 + x)nk
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求所有模 k 为 r 的项之和，相当于不区分 xk 与 1。

于是只需要考虑在模 xk − 1 意义下的多项式，即

+∞∑
i=0

[i mod k = r][xi](1 + x)nk = [xr]
(
(1 + x)nk mod (xk − 1)

)
.

在多项式快速幂的同时取模即可。

时间复杂度 O(k2(logn+ log k))。
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问题 (洛谷 P4351)

给定 n, a, b, c，定义 n× n 的矩阵 F 如下：

对于 1 ≤ i ≤ n，F1,i 与 Fi,1 为给定的值；

对于 2 ≤ i, j ≤ n，Fi,j = aFi−1,j + bFi,j−1 + c。

求 Fn,n。
数据范围：1 ≤ n ≤ 2× 105。

上述形式与格路计数类似：
对于 (1, i) 与 (i, 1)，走到 (n, n) 时两个方向上的步数为定值；
于是可以直接得到每个 F1,i, Fi,1 的贡献，系数分别为(2n− i− 2

n− 2

)
an−1bn−i,

(2n− i− 2

n− 2

)
an−ibn−1.
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对于 c，其贡献同样可以按照上述方式计算，系数为

n−2∑
i=0

n−2∑
j=0

(
i+ j

i

)
aibj .

首先令 n → n− 2，然后考虑用 EGF 描述上述形式。
记 [a0, . . . , an], [b0, . . . , bn] 的 EGF 分别为 A,B，则所求即为

2n∑
i=0

i![xi](AB)(x).
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尝试利用求导得到递推式，以求出 AB 的每一项：

(AB)′ = AB′ +A′B = A(bB − bn+1 x
n

n!
) +B(aA− an+1 x

n

n!
)

= (a+ b)(AB)− (Abn+1 +Ban+1)
xn

n!
.

记 fi = i![xi](AB)(x)，在两侧同时提取 xi 次项系数得到：

fi+1 = (a+ b)fi −

(
i

n

)
(bn+1ai−n + an+1bi−n).

时间复杂度 O(n)。
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参考资料

OI Wiki - 数学 https://oi-wiki.org/math/

ix35 - NOI 一轮复习 IV：组合计数 https://www.luogu.com/article/lkt237l8

VFleaKing - 炫酷反演魔术 https://vfleaking.blog.uoj.ac/slide/87#/
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