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AC ⾃动机 引⼊
给定  个模式串  和⼀个⽂本串 

求每个模式串  在  中出现的次数。

⽐ KMP 更多的匹配。

， ，
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AC ⾃动机
AC ⾃动机是⼀种⽀持多模式串匹配的数据结构

所谓多模式串匹配，就是⽤  的时间求出若⼲模式串
 在  中出现了⼏次，出现在哪⼉等等

⽐ KMP 遥遥领先！就是空间复杂度略⼤⼀点

直接做 KMP 的复杂度是  的，不能接受
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AC ⾃动机
在 KMP 中，每当我们失配，我们将从  处重新开始匹配，更具体
地，是从 最⻓的与后缀相同的前缀 开始继续匹配

同时我们也知道，Trie 是⼀种很好的加载多个字符串的数据结构

如果我们给 Trie 上的每个结点加上⼀个指针，指向最⻓的与后缀相同的
前缀，是不是就能像 KMP ⼀样匹配？
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fail / nxt

我们设  表示  代表的字符串，  表示  代表的字符串的⻓度

我们设⼀个节点  的  是在 Trie 树上满⾜
 中  最⼤

的那个

看着很复杂，其实意思就是  的  就是串  的最⻓的、在 AC
⾃动机中后缀，所对应的结点。
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fail / nxt

显然  的每⼀个后缀 ，若存在  满⾜ ，
那么  是唯⼀的。

因此  也是唯⼀的，因为我们想要最⻓的满⾜条件的后缀。
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fail / nxt

举个例⼦

假设  aabbccdd，有  bccdd，  ccdd，
 cdd，可以发现  都满⾜上述条件

但 ，因为  最⼤
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fail / nxt

在 AC ⾃动机中，我们⼀般把 KMP 的  数组称为  数组，表示失
配后跳转的位置。
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fail / nxt

怎么求？

和 KMP 的  数组⼀样，我们可以⽤类似跳法求出  数组。

只是从序列上跳变成了从 Trie 树上跳，都是跳。
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fail / nxt

考虑⼀个节点 ，现在要算 。  的⽗亲为 ，
，并且此时所有  的结点  的  都已经求出

现在我们考虑 ，如果存在 ，那么有

否则我们令  继续沿着  向上跳，直到达到根或者存在
，此时将  设置为 。

证明类似 KMP
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回到原问题
⽤  的时间求出若⼲模式串  在  中出现了⼏次，
出现在哪⼉。

现在求出来了  数组，怎么匹配呢？
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AC ⾃动机上匹配
类似 KMP 的匹配思路

若在⼀个节点  没有找到出边 ，我们就跳回  继续尝试找出边
，直到跳回根

如果⾛到⼀个被标记为末尾的节点，记录⼀个匹配

这样就完了吗？
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AC ⾃动机上匹配
当你⾛到⼀个 aabb  的点时，需要注意的是，此时若 Trie 树上
也存在⼀个点  使得  abb  并且  是终⽌节点，那么这个终⽌节
点不会被标记

因为你⾛到  的路上是不会经过  的。
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AC ⾃动机上匹配
但是，注意到  不断跳  ⼀定能到达这类 

所以可以在维护  数组时，就进⾏结束标记下传：如果  是终⽌
节点，那么  也是终⽌节点（伪终⽌结点）。
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AC ⾃动机上匹配复杂度
类似 KMP

考虑将整个 Trie 树分层，跳  相当于是将整个 Trie 在匹配串  上向
右移动。

否则向右匹配⼀位相当于是挪动  串上的指针

因此时间复杂度为 
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够快吗？
注意，我们说这⾥  的时间复杂度是基于“每次匹配，都只会耗去

 的时间”

如果说有⼤量的 a  和⼀个 aaaa..aaa  是模式串，给定 aaaa..aaaa  去匹
配。

那么每个 a  都会将所有的 a  匹配⼀遍，给出现次数 +1，该次移动就会
产⽣ 的个数  次计算。

瓶颈是需要优化遍历末尾标记的次数。
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优化
每⼀个点只有⼀个 fail 指针，根代表空串没有 fail（或者说根的 fail 就是
⾃⼰）

那么如果我们给每个点都建⼀条 从 fail 到⾃⼰的边，最后会构成⼀棵
树。

就叫 fail 树。
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优化
那么就很简单了，我们知道如果⼀个点被匹配到了，那么它在 fail 树上
的所有祖先都会被匹配到。

我们记录每个点被经过的次数（被匹配到的次数），然后在 fail 树上
DFS ⼀遍，统计每个点⼦数经过次数和，就是这个点被匹配到的次数。
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优化
在实际的应⽤中，我们常常将  树上祖先的⼉⼦合并到当前节点上，
具体来说：

如果结点  不存在边  ，那么  会被记为 。

此时我们建⽴的 AC ⾃动机是可以做到：

1. 任何⼀个串都可以在这个 AC ⾃动机上⾛⼀遍

2. 如果给定的串中包含模式串，那么会在遍历时⾛到⼀个终⽌节点/能
通过跳 fail 到终⽌节点的点上
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KMP 练习题
对于字符串 ，对  的前  个字符构成的⼦串，既是它的后缀⼜是它的
前缀的字符串中（它本身除外），最⻓的⻓度记为 

现在想要求⼀个  数组，对于  的前  个字符构成的⼦串，满⾜

1. 既是它的后缀同时⼜是它的前缀，

2. 该后缀与该前缀不重叠

这种字符串的数量纪录为 
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分析
根据  数组的性质，我们可以发现，对于⼀个串 ，  是
他的前缀=后缀， ，  也是他的前缀=后缀。

所以  本质就是  能跳  ⼏次 。
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分析
为了保证前缀和后缀不重叠，暴⼒的⽅法是先跳到⼀个⻓度⼩于⼀半的
，取这个的 

但是全 a  串会⾮常⾮常慢

因此我们在跳的时候可以控制它只能在  之前
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分析
int tmp = 0;
for (int i = 0; i < len; i++)
{
    while (tmp >= 0 && str[i] != str[tmp])
        tmp = nxt[tmp];
    tmp++;
    while (tmp * 2 > i + 1) // 其实这⾥ tmp 最多只会跳⼀次 nxt
        tmp = nxt[tmp];
    // 这⾥算⼀下答案
}
printf("%lld\n", ans);

23



AC ⾃动机练习题-1

如果某段代码中不存在任何⼀段病毒代码，那么我们就称这段代码是安
全的。现在委员会已经找出了所有的病毒代码段，试问，是否存在⼀个
⽆限⻓的安全的⼆进制代码。

例如如果  为病毒代码段，那么⼀个可能的⽆限⻓安全
代码就是 ；如果  为病毒代码段，那么就不
存在⼀个⽆限⻓的安全代码。

现在给出所有的病毒代码段，判断是否存在⽆限⻓的安全代码。

病毒代码个数 ，所有病毒代码的⻓度和不超过 
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分析
建⽴ AC ⾃动机，⽬标就是能够在 AC ⾃动机上⼀直⾛，但是不能⾛到
⼀个终⽌结点。

注意，对于 AC ⾃动机上的⼀个结点，如果他的 fail 链上存在⼀个终⽌
结点，那么它也被视为终⽌结点。

这样的 AC ⾃动机就可以开始匹配了，从根出发，判断是否存在⼀个没
有终⽌结点的环就好了。
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AC ⾃动机练习题-2

阿狸喜欢收藏各种稀奇古怪的东⻄，最近他淘到⼀台⽼式的打字机。打
字机上只有  个按键，分别印有  个⼩写英⽂字⺟和 B、 P  两个字
⺟。经阿狸研究发现，这个打字机是这样⼯作的：

输⼊⼩写字⺟，打字机的⼀个凹槽中会加⼊这个字⺟(这个字⺟加在凹
槽的最后)。

按⼀下印有 B  的按键，打字机凹槽中最后⼀个字⺟会消失。

按⼀下印有 P  的按键，打字机会在纸上打印出凹槽中现有的所有字
⺟并换⾏，但凹槽中的字⺟不会消失。
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例如，阿狸输⼊ aPaPBbP，纸上被打印的字符如下：

a
aa
ab

我们把纸上打印出来的字符串从  开始顺序编号，⼀直到 。

 个询问，每次给定 ，求第  个打印的字符串在第
 个打印的字符串中出现了多少次。

， ，输⼊给打印机的总⻓度⼩于等于 。
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分析
字符串重叠很多，暴⼒找出来所有的字符串是不太可⾏的。

看看能不能建⽴ Trie 树：可以发现， B  就是回到⽗亲结点，从⽗亲结点
开始往下； P  是给当前结点加终⽌标记。

这样就快速的将所有的字符串建⽴了 Trie 树，也就可以建⽴ AC ⾃动机
来匹配了。
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分析
问题是想要求 串  在 串  中出现了⼏次。

如果  串中有结点可以通过 fail 指针⾛到  的终⽌结点，那么  就在 
中出现过。

如果  在 Trie 树上的链有  个结点可以通过 fail ⾛到  的终⽌结点，那
么  就在  中出现过  次。

问题就变成了，在  的终⽌结点的 fail 树的⼦树中，有多少个  这条链
上的点。
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分析
问题的瓶颈是，要标记 Trie 树上  对应的链，然后找他们有多少个在
fail 树的  终⽌结点⼦树内。

这是两棵树，不能直接做树链剖分。
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分析
离线。

还是利⽤ dfs  序，fail 树上  终⽌结点的⼦数是⼀个区间。⽤线段树，
线段树区间就是 fail 树上 dfs 序区间。

我们在 Trie 树上 dfs，每⾛到⼀个点就做标记，离开了就去掉它的标
记，也就是在线段树上这个点对应的节点 +1/-1。

⾛到  的终⽌节点的时候，考虑所有  的询问，在线
段树上查这些询问的区间和就好了。
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分析
线段树上操作就是单点修改区间求和。可以改成树状数组。

时间复杂度：

建⽴ AC ⾃动机 

对 fail 树求 dfs 序 

遍历 Trie 树并查询 

总时间复杂度 ，空间复杂度 
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AC ⾃动机练习题-3

⽂本⽣成器可以随机⽣成⼀些⽂章——总是⽣成⼀篇⻓度固定且完全随
机的⽂章。⽣成的⽂章中每个字符都是完全随机的。

如果⼀篇⽂章中⾄少包含使⽤者们了解的⼀个单词，那么我们说这篇⽂
章是可读的。

给定  个认识的单词，⽣成⽂章的⻓度 ，求所有可能⽣成的⽂章中有
多少个⽂章是可读的。

，单词⻓度 ，所有字符串只包含⼤写字⺟。
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分析
「存在⾄少⼀个」单词是认识的

等价于

所有字符串数量  - 「⼀个单词都不包含」的数量

这种思路叫「正难则反」，很常⽤。

「⼀个单词都不包含」的数量 显然是会更好做的。
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分析
将所有认识的单词建⽴ AC ⾃动机。

如果我们在 AC ⾃动机上跑，什么意味着「⼀个单词都不包含」？
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分析
对于⼀个结点，如果他跳 fail 能到⼀个终⽌结点，那么他也被视为终⽌
结点。

所以「⼀个单词都不包含」等价于：从根出发，不能⾛到⼀个终⽌结
点。

36



分析
令  表示当前串⻓度为 ，⽬前⾛到 AC ⾃动机上的结点 ，并
且当前没有经过任何⼀个终⽌节点（也就意味着⽣成的串中不包含任何
⼀个单词），有多少种⾛法。

转移时枚举  的所有⼉⼦ ：

要求  和  都不是终⽌节点。
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分析
时间复杂度 。

空间复杂度 。
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AC⾃动机 / KMP 练习题
给定  个不吉利的数字 

 位数字  中如果没有⻓度为  的⼀段恰好等于
，就称这个  是吉利的。

求所有的  位数字中有多少个是吉利的。

注意 。
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分析
使⽤ KMP/AC ⾃动机建图

然后跑矩阵乘法。
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Manacher

问题定义：

给定⼀个⻓度为  的字符串 ，请找到所有对  使得⼦串 
为⼀个回⽂串。

Manacher 是⼀种在  的时间复杂度内找到⼀个串所有回⽂⼦串的
算法。
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Manacher

理论上回⽂⼦串最多有  个。

但是关于回⽂串的信息可⽤⼀种更紧凑的⽅式表达：对于每个位置
，⽤  和  分别表示以位置  为中⼼的⻓度为奇

数和⻓度为偶数的回⽂串个数。

对于这个 ，实际上意味着，所有以  为中⼼的，向左向右延伸
 个字符，都会构成回⽂串。
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插⼊特殊字符
偶数回⽂串我们不太喜欢，因为中⼼在两个字符之间。

我们在每个字符之间插⼊⼀个特殊字符，⽐如 $，这样所有⻓度为偶数
的字符串变成了以 $  为中⼼的奇数回⽂串。

为了防⽌越界，我们在字符串的开头和结尾也插⼊⼀个特殊字符。
但是我⼀般的习惯会再在开头插⼊⼀个 #，反正不和任何字符匹配。

综上，如果我们原本的字符串是 aba，那么我们处理后的字符串变成了
#a$b$a$，⻓度是 。
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此时，对于我们实际上存在的回⽂串：

如果⻓度是奇数，那么会以原本的字符为中⼼，如果中⼼是 ，那么
会属于 。

如果⻓度是偶数，那么会以特殊字符为中⼼，如果中⼼是 ，那么会
属于 。

这样就只要记录  了：  表示以第  个字符（包括特殊字符）为中⼼，
有多少个⻓度为奇数的回⽂串。

换句话，  也表示以第  个字符为中⼼，向左向右延伸
 个字符，都会构成回⽂串。但是延伸  个字符后不

会构成回⽂串。
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得到 

现在假设我们要对下⼀个  计算 ，⽽  已计算完毕。

对于前⾯的 ，我们记  和  表示⽬前所有的回⽂串
中，能达到最右的回⽂串的中⼼和最右边的字符的位置。

现在要算 ，我们有两种情况：

如果 ，那么我们暴⼒以  为中⼼向左向右扩展，直到不能扩展
为⽌，这个时候  就是扩展的⻓度。
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如果 ，说明  此时在以  为中⼼的⼀个回⽂串内，我们可以
利⽤这个信息：

 关于  的对称点是 ，记录为 ，我们之前已经算出
来以  为中⼼的回⽂串的⻓度 

以回⽂的性质，此时的  等价于以  为中⼼的回⽂串

但是，以  为中⼼扩展  个字符后，可能会超过 

所以实际上，我们能通过  的信息，得到  的⼀个下界：

在这个基础上，我们再暴⼒扩展 ，直到不能扩展为⽌。
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void manacher()
{
    int r = 0, mid = 0;
    for (int i = 1; i < n; i++)
    {
        if (i < r)
            d[i] = min(d[(mid << 1) - i], r - i);
        else
            d[i] = 1;
        while (1 <= i - d[i] && i + d[i] <= n && s[i - d[i]] == s[i + d[i]])
            d[i]++;
        if (i + d[i] > r)
            r = i + d[i], mid = i;
    }
}
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时间复杂度
事实上我们可以发现

如果 ，那么其实不会暴⼒扩展

如果 ，那么每⼀次暴⼒扩展都会使  增加 

 在整个算法运⾏过程中从不减⼩，最多增加  次，所以总时间复杂度
是 。
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Manacher 基础题
给定⼀个只有⼩写字⺟组成的字符串 ，求  中的最⻓回⽂⼦串的⻓
度。

你已经知道了  怎么算，那么答案怎么表示？
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分析
答案是 ，这⾥  可以是原有字符串的位置，也可以是插⼊的特殊
字符的位置。
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Manacher 应⽤
给定字符串 ，求  的最⻓双回⽂串 ，即  可以分成两部分  和 
，均不为空串，且  和  都是回⽂串。
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分析
在求出来  后，我们可以进⼀步求出 、  分别表示以  为左端点和
右端点的最⻓回⽂串的⻓度。

需要注意，如果 ，那么其实以  为左端点的回⽂串⻓度⾄少为
，但是我们⽤  求出来的  可能不够⼤，所以需要递推更新

⼀下 （  同理）。

为了保证不重叠，我们选择 $  的位置作为  和  的分割点，答案就是
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谢谢！
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